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离散数学

第二章 谓词逻辑
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第一章回顾

•命题

•命题公式

•命题翻译—符号化

•命题推理

 真值表

 范式与主范式

 逻辑推演
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谓词逻辑的引入

•在命题逻辑中，试进行下列推理:

–“苏格拉底三段论”：

–凡人都是要死的， P

–苏格拉底是人， Q

–所以苏格拉底是要死的。R

(PΛQ)→R
命题逻辑中，命题被当作一
个基本的，不可分割的单位，
只研究由原子命题和联接词
所组成的复合命题，没有研
究命题内部的内部结构以及
命题之间的内在关系。
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•类似的还有很多，例如：

–所有的人都要呼吸，李华是人，所以李华要呼吸
。

–所有的正整数都大于0，3是正整数，所以3大于0

。

• 本章介绍的谓词逻辑，对原子命题的成份、结构和
原子命题间的共同特性等作了进一步分析。引入了
个体词、谓词、量词、谓词公式等概念，在此基础
上研究谓词公式间的等值关系和蕴含关系，并且对
命题逻辑中的推理规则进行扩充和进行谓词演绎。
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本章内容
•谓词、个体、量词

•合式谓词公式

•自由变元和约束变元

•含有量词的等价式和永真蕴含式

•谓词逻辑中的推理理论

•前束范式、斯柯林范式
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2.1谓词演算

•原子命题被分解为谓词和个体两部分。

•个体：可以独立存在的事物。

–老师，计算机，证书，道德，智商等。

•谓词：用来刻划个体的性质或个体之间关系的
词称为谓词，刻划一个个体性质的词称为一元
谓词；刻划n个个体之间关系的词称为n元谓词
。

本质上是把数学中的逻辑
论证加以符号化。
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谓词和个体

•例：

–（1）李明是学生；

–（2）张亮比陈华高；

–（3）陈华坐在张亮与李明之间。

–个体：李明，张亮，陈华

–谓词：…是学生； …比…高； …坐在…    
和…之间

–一元谓词： …是学生

–二元谓词： …比…高

–三元谓词： …坐在…    和…之间
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谓词和个体
（1）李明是学生；

（2）张亮比陈华高；

（3）陈华坐在张亮与李明之间。

–一般用大写的英文字母表示谓词，而用小写
的英文字母表示个体。

–上述命题可分别表示为
Q(a),P(b,c),R(c,b,a)

–一般地，由n个个体和n元谓词所组成的命题
可表示为F（a1,a2, … ,an）,其中F表示n元
谓词, a1,a2, … ,an 分别表示n个个体。

–注意：a1,a2, … ,an的排列次序是重要的。
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谓词和个体
•对于F（a1,a2, … ,an），如果括号内的
个体是抽象的可变化的，那么F
（a1,a2, … ,an）称为n元原子谓词公式
或n元命题函数。

• 注意：命题的n元谓词表示形式和n元命题
函数不同?

–a:张明。

–命题函数：P(x)       x是学生。

–谓词表示形式:P(a)    张明是学生。
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个体域

•个体域可以是有限的，也可以是无限的。所有
个体域的总和叫作全总个体域。以某个个体域
为变化范围的变元叫个体变元。

•个体域的变换范围影响到谓词公式的真假

• R(x)：x是大连理工大学软件学院的学生．

–如果x的讨论范围是大工软件学院某个班级的学生

–如果x的讨论范围是某个幼儿园里的小朋友

–如果x的讨论范围是大连的所有市民

任何个体的变化都有一
个范围，这个变化范围
称为个体域(或论域)。

永真

永假

可满足
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谓词的阶

•在谓词 中，如果个体变元是
一些简单的事物，那么P为一阶谓词；

•若个体变元中有一些是一阶谓词，那么P

为二阶谓词；二阶以上递推。

1 2( , , , )nP x x x  

本门课程仅研究
一阶谓词
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量词

•使用前面介绍的谓词和个体变元，还不足
以描述自然界的所有命题。

•例：

–描述命题“所有的正整数都大于0”以及命题
“有些正整数是素数”。

•量词的引入：量词指在命题里表示数量的
词。
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全称量词
• 符号 “ ”表示命题：“对于个体域中
所有个体x，谓词P(x)均为T”。其中“ ”叫
作全称量词，读作“对于所有的x”。谓词P(x)称
为全称量词的辖域或作用范围。

• 例如：

– 所有的人都是要死的

– 令D(x)：x 是要死的。

– 则命题可表示为 x D(x)

– 取个体域为全体人的集合，是真命题。

– 所有的正整数都是素数；

– 令 P(x)：x 是素数

– 则命题可表示成 x P(x)

– 取个体域为正整数集，是假命题。


( ) ( )x P x

( )x
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存在量词

• 符号“ ”表示命题：“在个体域中存
在某些个体使谓词P(x)为T”其中“ ”叫
作存在量词，读作“存在x”。谓词P(x)称为存在
量词的辖域或作用范围。

• 例如：

–有些正整数是素数；

– 令 P(x)：x 是素数

– 则命题可表示成 x P(x)

– 取个体域为正整数集，是真命题。


( ) ( )x P x

( )x
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量词

•量词本身不是一个独立的逻辑概念，可以
用 联结词取代。

–设个体域 ，
谓词可以表示成以下形式：

•由量词确定的命题真值与个体域有关。

–令 P(x)：x 是素数

–则 x P(x)，如果取个体域为素数集，为真；
如果个体域为整数集，为假。

, 

1 2: { , , , }nS S a a a 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )nx A x A a A a A a   

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )nx A x A a A a A a    
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量词
•为了方便起见，个体域一律用全总个体域，
每个个体变元的真正变化范围则用一个特
性谓词来刻划。

•注意：对于全称量词应使用单条件逻辑联
结词；对于存在量词应使用逻辑联结词合
取。

– R(x): x是自然数；P(x): x大于0.

( )( ( ) ( ))x R x P x 

( )( ( ) ( ))x R x P x 

以后不加强调个体域
均指全总个体域
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量词

•全称量词和存在量词不仅可以单独出现，
还可以组合形式出现。

•对于二元谓词P(x,y)，可能有以下几种量
化的可能：

( )( ) ( , ), ( )( ) ( , )

( )( ) ( , ), ( )( ) ( , )

( )( ) ( , ), ( )( ) ( , )

( )( ) ( , ), ( )( ) ( , )

x y P x y x y P x y

x y P x y x y P x y

y x P x y y x P x y

y x P x y y x P x y
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组合量词的含义

•设A(x,y)表示x,y同姓， x的个体域是1班同学，y的
个体域是2班同学。

– ：1班任何一个同学与2班的所有同学
同姓；

– ：2班任何一个同学与1班的所有同学
同姓；

– ：对1班的任意一个同学，2班都有人
跟他同姓；

– ：存在一个2班同学和1班的所有同学
同姓。

( )( ) ( , )x y A x y 

( )( ) ( , )y x A x y 

( )( ) ( , )x y A x y 

( )( ) ( , )y x A x y 

( )( ) ( , ) ( )( ) ( , )x y A x y y x A x y    

翻译时从左向右
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合式谓词公式

•若P为不能再分解的n元谓词变元，x1, 

x2,…xn是个体变元，则称P(x1, x2,…xn)为
原子公式或原子谓词公式。当n=0时， P

表示命题变元即原子命题公式。所以，命
题逻辑实际上是谓词逻辑的特例。

•由原子谓词公式出发，通过命题联结词，
可以组成复合谓词公式，叫分子谓词公式。
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合式谓词公式

•定义：

–（1）原子谓词公式是合式的公式；

–（2）若A是合式的公式，则¬ A也是合式的公式；

–（3）若A和B都是合式的公式，则A ∧B,  A ∨B, 

A →B,A B 也都是合式的公式；

–（4） 如果A是合式的公式，x是任意变元，且A中
无 或 出现，则 和 都是合式
的公式；

–（5）当且仅当有限次使用规则（1）～（4）由逻

辑联结词、圆括号构成的有意义的字符串是合式
的公式。

( )x ( )x ( ) ( )x A x( ) ( )x A x
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自由变元和约束变元

•在谓词公式中，如果有形如 或
者 ，则称它们是x的约束部分。

•每个量词后面的最短公式，称为量词的辖
域。

•约束变元：一个变元若出现在包含这个变
元的量词(全称量词或存在量词)的辖域之

内，则该变元称为约束变元，其出现称为
约束出现。

•自由变元：变元的非约束出现叫作自由出
现，该变元叫作自由变元。

( ) ( )x A x

( ) ( )x A x
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自由变元和约束变元

•例：说明以下各式量词的辖域与变元的约
束情况。

(1) ( ) ( , )

(2) ( )( ( ) ( ) ( , ))

(3) ( )( )( ( , ) ( , )) ( )( ( , ))

(4) (( )( ( ) ( ) ( , )) ( ) ( , )) ( , )

x P x y

x P x y Q x y

x y P x y Q y z x P x y

x P x x Q x z y R x y Q x y



  

    

     



22/30

自由变元和约束变元

•从约束变元的概念可知，谓词P(x)的量化，
就是从变元x的整个个体域着眼，对性质
P(x)所作的一个全称判断或特称判断。其
结果是将谓词变成一个命题。因此， 和

，可以看成消元运算。

•对n元谓词P(x1, x2,…xn)量化后，假设有k

个自由变元，则降为k元谓词。

( )x

( )x

( ) ( , , )x P x y z

( )( )( ( , , ))y x P x y z 

二元谓词

一元谓词
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自由变元和约束变元

•一般情况下给定一个谓词公式A(x)，仅表

明在该公式中只有一个自由变元，但并不
限制在该公式中还存在若干约束变元。

•以下各式都可以写成A(x)：

(1) ( )( ( ) ( , ))

(2) ( ) ( ) ( )

(3) ( ) ( ) ( )

(4) ( ) ( , ) ( )

y P y Q x y

x R x S x

y S y S x

y P x y Q x
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谓词公式的解释

•在命题逻辑中对一个公式的解释，是对每
个命题变元进行取值指派，如果公式有n

个变元，则有2n种解释。

•谓词公式的解释，涉及到命题变元、谓词
变元、个体变元、符号函数……

真值表法不可
行
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谓词公式的解释

•定义：设A的个体域是D，如果用一组谓
词常量、命题常量和A中的个体及函数符
号（将它们简记为I）代换公式A中相应的
变元，则该公式A转化成一个命题，可以
确定其真值（记作P）。称I为公式A在D

中的解释（或指派），称P为公式A关于解
释I的真值。

•永真

•永假

•可满足
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谓词公式的解释

•给定两个谓词公式A和B，D是它们共同的
个体域，若A→B在D中是永真式，则称遍
及D有 ；若D是全总个体域，则称
若 且 ，则称 。

•命题逻辑中的恒等式和永真蕴含式全部可
以推广到谓词逻辑中

A B

A B

A B

B A A B

1 : ( ) ( , ) ( )I P x Q x y P x  

10 1 2 1 2: ( , ,..., ) ( , ,..., )n nE P x x x P x x x  
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含有量词的等价式和永真蕴含式

•量词转换律

–例：设P(x)：x今天来上课。 软件工程系15级4-7

班全体同学。

– ：所有同学今天都来上课了。

– ：不是所有人今天都来上课了。

– ：今天有人没有来上课。

– ：有人今天来上课了。

– ：没有人今天来上课。

– ：所有的人今天都没有来上课。

x

( )( ( ))x P x

( )( ( ))x P x 

( ) ( )x P x 

( )( ( )) ( ) ( )x P x x P x    

( )( ( ))x P x

( )( ( ))x P x 

( ) ( )x P x 

( )( ( )) ( ) ( )x P x x P x    
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量词转换律

（其中A(x)是任意的公式）

( )( ( )) ( ) ( )

( )( ( )) ( ) ( )

x A x x A x

x A x x A x

    

    

证明 设个体域 ,则1, 2,{ , }nE a a a

1 2( ) ( ( ) ( ) .... ( ))nxA x A a A a A a    

1 2( ) ( ) .... ( )nA a A a A a   

( )x A x 

1 2( ) ( ( ) ( ) .... ( ))nxA x A a A a A a    

1 2( ) ( ) .... ( )nA a A a A a   

( )x A x 
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作业

•P47

•1,2


